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Resumo — O objetivo deste trabalho foi apresentar um novo esguema de discretizagdo para o método de
volume finito, denominado FLEX, aplicado ao problema de propagacéo de onda escalar. O novo esquema é comparado
ao tradicional esquema de Diferenca Central e ao esquema Flux-Spline por meio de dois problemas teste. Os resultados
mostraram que para uma mesma malha, o novo esquema apresentou resultados mais préximos das solugdes tomadas
como referéncia, do que 0s outros dois esquemas.
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A NEW DISCRETIZATION SCHEME TO THE FINITE VOLUME METHOD APPLIED TO SCALAR
WAVE PROPAGATION

Abstract — The aim of this work was to present a new discretization scheme, to the finite volume method,
applied to scalar wave propagation problem. The new scheme is compared to the traditional Central Difference scheme
and Flux-Spline scheme by means of the two test problems. The results obtained showed that under the same grid, the
new scheme provide a better approximation of the reference solutions, than the others two schemes.
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1. Introducéo

Este trabalho foi desenvolvido com o objetivo de apresentar a aplicagdo de um novo esquema de discretizacdo
para 0 método de volumes finitos, denominado FLEX. Com o objetivo de reduzir esforgo computacional, esse novo
esquema admite que, o fluxo da variavel dependente, transportada ao longo de cada volume de controle, varie de forma
exponencial.

Em relacdo ao esquema FLUX-SPLINE, desenvolvido por Varejdo (1979) e usado por Nieckele (1985) e
Oliveira (1997) o novo esquema difere do mesmo, por somente uma constante no termo fonte adicional, caracteristico
do esquema FLUX-SPLINE. Os autores anteriormente citados, mostraram em seus trabalhos, que o esquema FLUX-
SPLINE para uma determinada malha, possui um desempenho melhor que o esquema de diferencga central, redundando
em um menor esforco computacional, para se alcangar um determinado nivel de erro com relagdo a uma solucéo de
referéncia em problemas envolvendo difus&o e conveccéo.

O novo esquema proposto sera aqui comparado com os esquemas de DIFERENCA CENTRAL e FLUX-
SPLINE por meio de problemas teste envol vendo propagagdo de onda escalar em meio homogéneo.

Admite-se que o leitor esteja familiarizado com o método de volumes finitos, sendo, portanto omitidos alguns
passos ndo essenciais ao longo da derivagéo do esquema.

2. Desenvolvimento Numérico do Esquema FLEX

2.1. Método de Volume Finito
As equacdes de conservagdo (massa, quantidade de movimento, energia, etc.) podem ser escritas, para uma
variavel escalar f, como

%(rf)+ div(rvf )= div (G xgradf )+ S 2.1)

ou ainda, %(rf )+ div(j): s

onde, J=rVf - G>gradf representa o fluxo total (convectivo mais difusivo) davariavel f.

A formulacdo do método FLEX sera construida a partir de situagdes unidimensionais em regime permanente e
posteriormente estendida a situacdes bidimensionai s transientes ou néo.

2.1.1. Discretizagéo para Difusdo Pura

2.1.1.1 Difusdo Unidimensional em Regime Per manente
A equacdo de governo neste caso €:

dJ
— =5 2.2
x (22)

onde, S é o chamado termo fonte e J é o fluxo difusivo dado por:

J=-xAt (2.3)
dX

A forma discreta da equagdo de governo € obtida pela integracéo da equacdo (2.1) sobre um volume de
controle adotando-se a hipotese de que os fluxos sdo constantes em cada face do volume de controle.

Observando a figura 2.1, a equagdo de discretizagdo para o volume de controle ao redor do ponto i pode ser
escrita como,

Jiy - I, =SXDX, (2.4)

Se admitirmos que o fluxo ao longo de um volume de controle pode ser representado por:

X ¢

_ &% o
J=A xX xe +B (2.5)

A , Jia - J;
onde, X éavariavel independente local variando de 0 £ X £DX , teremos A, :ﬁ =J
NS
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Umaexpressdo paraf pode ser obtida pela combinagéo das equagdes (2.3) e (2.5):

@X 9
df I
- Gr—=A, X, =154+ B, (2.6)

dx;

Suasolugdo paraG constante no volume de controlei é:
é &X; 8 u

A X > B
f=- Bk, xDx, - DXZ)i- Bixx, +c, 2.7)
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Figura 2.1 — Volumes de controle mostrando as posi¢oes dos fluxos J.
DX, 0
Adotando que o ponto da malha encontra-se no centro do volume de controle, para f 5‘3( —T. =f, ea
%)
equacdo (2.7) torna-se:
DX, & B! 2 B, DX,
f=f,- A et S 0x(X, - DX, )+—><DX u %( Q (2.8)
GI é 2 H \ 2 %]

Adotando 0 mesmo procedimento para o volume de controle (i—1), obtém-se com um referencial X_; no
sentido contrério de X;, conforme pode ser visto nafigura 2.1:

EBszllo l u
DX & - DXi1 6
F=fiye A et B o) e ook B Pl (29
G|-1 A 2 ! Glle 2 g
& H
. e . Ji-J,
onde, X, , éavariavel independente local variandode O£ X, , £ DX, ,, sendo, A;; = DX— eB, =-J,
e
i-1

As equaces (2.8) e (2.9) representam a variacdo de f dentro de um volume de controle. Essas equacfes na
interface entre os volumes de controlei e i—1 tornam-se;

1

el o el 0
Ge? - 17 J;xDX; ¢Ge?- 2% J,, DX

f(X, =0)=f, + . . 2.10
( ) Coxe - G o - g (2.10)
£ 5 £ 5
e,
éae% 1“ 3, DX ga% 22 3 ox
X - - X .
f (X, =0)=F,,- ¢ , BRGNS RanAlE (2.12)
c2e + G, ¢ 2xe - G,
e a e (4]

Aplicando-se a condigao de continuidade de f, ou seja, f (X 1= O) =f (X = O) obtém-se:



ae%('_)' & Lo

DX . .0 - : . g2+ _
I DXl = Dy ) e oy 0 ) - ) 1)
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E assim a expressdo para os fluxos J; pode ser colocada naforma:

J =Jhat, +DJ. Kf, - f.) (2.13)
onde,
Jhat; = BJ, >(‘]i - ‘]i+1)+C]i )<‘]i - Ji-l) (214)
sendo,
DJ, -2 (2.153)
@X; DX, 0
£G 6.
882 %9 DX
BJ, = ¢ L XD, (2.15h)
c 2xe = q
é 2
882 79 DX
=S Lty (2.15¢)
82@ B Q-l

A equacgdo de discretizacdo para f é obtida pela substituicdo dos fluxos na equacgéo (2.4) pela expresséo tal
como a equagdo (2.13). Portanto,

[‘]hati+l +DJiy >(fi B fi+l)] B [Jhati +DJ, x&i-l -f )] =SxDX; (2.16)
O termo fonte S é linearizado como segue.

S=Sc+ S of, (2.17)

onde, Sc éa parte constante e Sp aparte fungéo davariavel f, .
A equacBes (2.16) e (2.17) sao usadas ha equacdo (2.4) paragerar aequacdo de discretizacdo para f:

AP X =AIP xf._+AIM, 5. +CON, (2.18)
onde,
AIP =DJ,,, (2.199)
AIM, =DJ, (2.19b)
AP, =AIP, +AIM, - Sp, XX, (2.19¢)
CON, =(Jnat, - Jhat,, )+ Sc, xDX, (2.190)

A extensdo do esguema a problemas bi e tridimensionais ndo of erece nenhuma dificuldade e pode ser vistaem
detalhes em Patankar (1980).

3. Aplicacdo do Esquema FLEX a problemas de propagacédo de ondas

Problema Teste 1

O problema aqui simulado é o da propagacéo de uma onda escalar unidimensional em uma barra de se¢do reta
e propriedades constantes, mostrada na figura 3.1, engastada em uma extremidade e submetida na outra, a um
carregamento constante, no caso a deformagéo g.



L=1
Figura 3.1 — Caracteristicas da barra unidimensional.

Utilizou-se o esguema de Diferencgas Finitas para a discretizag8o do termo transiente da equacé@o de governo,
na sua forma mais simples e incondicionamente estavel. O esguema pode ser facilmente adaptado para uma
discretizagdo totalmente explicita. O esquema de discretizagdo aqui empregado, é totalmente implicito, obtendo-se desta
forma, um sistema de equagdes cujas matriz de coeficientes é diagonalmente dominante e tridiagonal. Utiliza-se para a
solugdo deste sistema, eliminac@o gaussiana de forma iterativa, por causa da presenca dos fluxos no termo fonte. O
objetivo é avaliar o deslocamento no centro da barra (ponto A) ao longo do tempo adimensional.

A equacdo diferencial parcial adimensional, que governa a propagacdo da onda na barra, no caso de
propriedades do meio assumidas como constantes, é:

Ta, fe 0_
it? ™Xé ™Yo

As condic¢Besiniciais e de contorno s&o: q(X,t = 0) = w =0, q(X =0t > 0) = Oeq(X =1t > 0): 1

Os resultados para o deslocamento da segdo central da barra ao longo do tempo adimensional, sdo plotados
para os trés esquemas nas figuras 3.2(a) e 3.2(b) para malhas com 9 O= 1/9) e 27 (D= 1/27) volumes de controle,
respectivamente e 400 passos ho tempo Ot = 1/400) em comparagdo com uma solucdo de referéncia obtida por
diferenca central com 243 volumes de controle.
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Figura 3.2 — Deslocamento da onda (ponto A), com Dt = 1/400, (a) D= 1/9 e (b) D = 1/27.
Nota-se que, 0 novo esquema, ao se aumentar o nimero de volumes de controle, aproxima-se da solucéo de
referéncia, mais rapidamente, que os outros dois esquemas aqui utilizados, ndo apresentando o “undershoot” gerado

pelo esquema FLUX-SPLINE.

Problema Teste 2

O problema a ser simulado € a propagacéo de uma onda sismica numa placa plana. A equacédo diferencial de
governo pode ser escrita como:

—+t ¢ G>£9+—Q- GX—;:
It ™>Xe ™Xg Y e Weg

Para gerar uma onda sismica, faz-se necessario, a introducdo de um termo fonte. Neste caso sera usada a
expressdo abaixo, obtida de Bording & Lines (1997).

s=[1- 2p(p %, =, ) e Perers?



onde, téotempo;
tq € o tempo defasado, computando uma certa translacéo temporal para o calculo do termo fonte, de acordo

2Jp

com: ty=t- ——
fe
fc € um parametro relacionado com afreqiiéncia de corte dafonte sismica, onde: f o1 =3 ¢ X«/E :
0)= Tt (X,Y,t =0)
1t

As condic¢des iniciais e de contorno sdo: f (X Y t= =0 e nos contornos da placa impde-

sef (X,Y,t)=0.

Os resultados dos trés esquemas, para o deslocamento da onda na linha central (Y = 0,5) da placa, ao longo do
tempo adimensional, sdo plotados ha figura 3.3 (a) e 3.3 (b) paramalhas com 27 (D= 1/27) e 81 (D= 1/81) volumes de

control e respectivamente e 800 passos ho tempo (Dt = 1/800) em comparagdo com uma solucéo de referéncia obtida por
diferenca central com 243 x 243 volumes de controle.
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Figura 3.3 — Desloc. daondaao longo dalinhacentral (Y =0,5), para(a) 27 x 27 e (b) 81 x 81 volumes de controle.

Novamente o esquema FLEX mostra-se mais eficiente, pois sob a mesma malha, aproxima-se de forma mais
répidada solucdo de referéncia que os outros dois esquemas.

4. Conclusdes

Neste trabalho, o esquema FLEX foi empregado em problemas uni e bidimensionais, regidos por equacfes
diferenciais parciais hiperbdlicas (propagacéo de onda escalar).

O esguema foi testado por meio de problemas teste, em comparacdo aos esquemas de DIFERENCA
CENTRAL e FLUX-SPLINE, paraavaliar sua capacidade em resolver esta classe de problemas de engenharia.

Os resultados aqui obtidos pelo esquema FLEX, quando comparados aos esquemas citados, afirmam sua
habilidade em lidar com as dificuldades contidas em problemas hiperbdlicos, podendo-se concluir que, o esquema
FLEX pode ser empregado em problemas hiperbdlicos, empregando-se malhas menos refinadas, para obter-se um
determinado nivel de erro, mobilizando portanto, um menor esforgo computacional.
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