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Resumo — Neste trabalho sdo apresentadas duas técnicas computacionais para aumentar o desempenho
computacional do Método dos Elementos Finitos na solu¢do da equagdo de transporte tridimensional, visando a
viabilizagdo de problemas de grande porte aplicados a industria de 6leo e gas. A primeira técnica ¢ um algoritmo de
integragdo no tempo Adaptativo Implicito/Explicito e a segunda uma migracdo da tradicional estrutura de dados por
elementos para as arestas dos elementos, acelerando consideravelmente as multiplicagdes matriz-vetor inerentes ao
solucionador de equacgdes iterativo. Os resultados comprovam a agilidade computacional da metodologia adotada. Tais
técnicas além de tornarem vidveis analises em modelos complexos, também podem ser extendidas a diversas outras
aplicagdes, como por exemplo, o escoamento multifasico em meios porosos.
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Abstract — This work presents two computational techniques to enhance the finite element solution of the three
dimensional transport equation, hence the solution of large scale problems applied to the oil and gas industry become
feasible. The first one is a Adaptive Implicit/Explicit time integration algorithm and the second a migration of the data
structure from the traditional element by element to an edge-based one, which accelerates considerably the matrix-
vector multiplications within the iterative solver. The results confirm the computational agility of the methodology
addressed. Such techniques, besides making possible the analysis of complex models, can also be extended to several
other applications, including for instance, multiphase flow in porous media.
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1. Introducio

A simulagdo computacional via Método dos Elementos Finitos (MEF) em aplicagdes da engenharia e da
indtstria de o6leo e gas, ¢ em muitos casos, limitada a capacidade computacional disponivel. Para a solucdo de
problemas complexos com geometria tipicamente tridimensional e distintas propriedades dos materiais no dominio,
técnicas de computagao de alto desempenho e otimizacdo do co6digo sdo necessarias para avaliagdo correta do fendmeno
fisico real, bem como a possibilidade de sua analise. A equagdo de transporte contemplando difusdo e advecgdo ¢ de
grande aplicac@o na industria de d6leo e gas, como por exemplo, em processos de recuperacdo secundaria e terciaria, em
analises térmicas ou em dispersdo de poluentes/contaminantes.

Neste trabalho sdo descritas duas estratégias computacionais aplicadas ao MEF, visando uma otimizagdo do
custo computacional ¢ também a viabiliza¢do de analises de grande porte em malhas ndo estruturadas de tetraedros. A
primeira ¢ um algoritmo de integracdo no tempo Adaptativo Impicito/Explicito (AIE) onde parte da malha ¢ tratada
como implicita e parte como explicita de acordo com a evolugdo da solugdo. Os métodos Implicito/Explicitos
comegaram a surgir nos anos 70, com a idéia de uma particdo da malha de elementos finitos em dois grupos: o de
elementos implicitos e o de explicitos. Diversos autores (Tezduyar, 1990; Tworzydlo, 1992) estudaram e
desenvolveram os algoritmos Adaptativos Implicito/Explicitos que nada mais sdo que, uma atualizacdo de n em n
passos de tempos das parti¢des, sendo » um numero inteiro definido como dado de entrada. Essa estratégia ¢ muito
eficiente em problemas de grande porte em malhas com propriedades de materiais relativamente distintas e elementos
de tamanhos variados pois une a agilidade dos métodos explicitos com a robustez dos implicitos (Hughes, 1987).
Diversos critérios podem ser adotados para escolha das parti¢des, aqui adotaram-se dois critérios com a finalidade de se
manter a estabilidade e precisio do método. E utilizado em conjunto um esquema Preditor/Multicorretor que permite o
tratamento de possiveis ndo linearidades. A segunda estratégia computacional para aumentar o desempenho ¢ uma
migragdo da tradicional estrutura de dados por elementos por uma baseada nas arestas dos elementos. Tal modificagdo
permite a realizagdo das operagdes matriz-vetor inerentes ao solucionador iterativo GMRES (Saad, 1996) de maneira
mais eficaz.

De maneira resumida, a metodologia proposta ¢ a unido das duas estratégias em conjunto visando a solugdo de
problemas de grande porte. Resultados mostram uma vantagem computacional consideravel em relacdo a abordagem
tradicional com um algoritmo totalmente implicito e operagdes matriz-vetor elemento por elemento.

Na secdo 2 serd descrito o problema modelado e a equag@o governante do problema de transporte bem como
sua discretizacdo espacial pelo MEF. As técnicas de otimizagdo computacional adotadas sdo descritas na se¢do 3. Em
3.1 é apresentado o algoritmo Adaptativo Implicito/Explicito como uma alternativa para integragdo temporal. Na secdo
3.2 ¢ discutida a estrutura de dados por arestas e suas particularidades. Finalmente, na Se¢do 4 ¢ apresentado um
exemplo numérico, com resultados satisfatorios, seguido das conclusoes.

2. Problema Modelado

Apesar da grande aplicabilidade da equacdo de transporte a diversos de problemas aplicados a industria, sua
utilizagdo aqui ¢ restringida ao caso de inje¢do em reservatorios de petréleo, visando a simulagdo de processos de
recuperacio. E considerada a equagdo do transporte em um dominio Q — K’ em um intervalo de tempo 7, como segue,

¢2—L;+ﬂ-Vu—V-DVu:f em Qx[0,T] (1)

onde u é o campo escalar que representa a concentragdo da quantidade sendo transportada, ¢ a porosidade do
reservatorio, fo campo de velocidades, D o tensor de dispersdo/difusdo e f o termo fonte/sumidouro. Empregando a
discretizacdo espacial de elementos finitos, contemplando as técnicas de estabilizagdo SUPG (Brooks e Hughes, 1982),
para solugdo adequada de problemas predominantemente advectivos, e CAU (Galedo e Do Carmo, 1988) para a captura
de choques/descontinuidades, a equacdo diferencial de (1) é entdo aproximada por um sistema ndo linear de equagdes
diferenciais ordinarias, representado pela equagdo semi discreta

Mi+Ku=F @)

onde M ¢ K sdo as matrizes de coeficientes e F o vetor contemplando condi¢des de contorno e termos fonte/sumidouro.
Um algoritmo Adaptativo Implicito/Explicito Preditor/Multicorretor (Souza, 2002) pode ser adotado para solugdo de (2)
no tempo considerando possiveis ndo linearidades. E importante ressaltar que neste trabalho o problema é ndo linear
apenas devido ao termo do operador CAU, contudo em diversos fendmenos como o caso da simulag@o de reservatorios,
as analises sdo fortemente nao lineares.
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3. Técnicas de Otimizacio Computacional

Sdo consideradas duas técnicas para acelerar a eficiéncia computacional na solugdo do problema a serem
descritas nas se¢oes 2.1 e 2.2.

3.1. Algoritmo Adaptativo Implicito/Explicito

Os métodos conhecidos como Implicito/Explicitos t€ém a idéia de particdo da malha de elementos finitos em
dois grupos: o de elementos implicitos (/); e o de explicitos (E). A escolha dessas particdes pode ser feita de diversas
maneiras com o proposito de melhor representar o fendémeno fisico modelado. Diversos autores (Tezduyar, 1990;
Tworzydlo, 1992) estudaram e desenvolveram os algoritmos Adaptativos Implicito/Explicitos que nada mais sdo que,
uma atualizagdo de n em n passos de tempo das parti¢cdes, sendo » um nimero inteiro definido como dado de entrada.
Neste trabalho, foram adotados dois critérios para selegcdo das particdes. O primeiro trata implicitamente os elementos
com varia¢do acentuada na solucdo, ou seja, com alto gradiente relativo, mantendo-se a precisdo dos resultados, como
segue,

se "grad ‘| = ngrad, entdo e € I 3)

onde

NEL

z " grad’®

e=1

grad, = W “)

1 é um parametro de controle no intervalo [0,1] ¢ NEL o nimero de elementos da malha.
Segundo, respeitar a condigdo de CFL (ou nimero de Courant) tratando implicitamente elementos com CFL®
maior que a unidade, preservando a estabilidade do algoritmo explicito de integragdo no tempo, de modo que,

e

At
se CFL’ :|7>1.0 entdo e € I (5)

onde At é o passo de tempo e 2° um pardmetro da malha.
O esquema de integracdo no tempo resultante para a parti¢do explicita é,

=F

MLil n+l (6)

n+l
onde M| ¢é a matriz de massa diagonal, resultando em um sistema de equagdes algébricas de solugdo trivial. O esquema
para particao implicita &,

Mkl.lwrl = Fn+1 (7)
onde a matriz de massa efetiva M* ¢ uma combinagio linear de M e K, como segue.
M* = (M + aAtK) ®)

O pardmetro « € adotado igual a 0.5, representando o método implicito de integragdo no tempo da regra trapezoidal
(Hughes, 1987). O sistema efetivo (7) é resolvido pelo solucionador iterativo GMRES (Saad, 1996) com pré-
condicionador diagonal para matrizes de coeficientes ndo simétricas, podendo utilizar uma abordagem tradicional
elemento por elemento e também uma otimizag@o por arestas, como a ser descrito a seguir.

3.2. Estrutura de Dados por Arestas

A estrutura de dados por arestas para o MEF surgiu em aplicagdes da mecanica dos fluidos computacional para
malhas nao-estruturadas de tridngulos e tetraedros (Peraire et al., 1992; Luo et al, 1994). Largamente estudada por
Lohner (1994; 2001; 2002), a estrutura de dados por arestas se mostrou muito eficiente na solugdo de sistemas de
equacdes de grande porte utilizando métodos iterativos. Tais métodos exigem a realizagdo de operagdes matriz-vetor, as
quais, sdo o maior custo da solugdo total por elementos finitos. A simples troca dos calculos dos elementos pelas arestas
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chega a reduzir em até 50 % o tempo de processamento de uma analise (Martins et al., 2001; 1998; Coutinho et al.,
2001). A utilizagdo de agrupamentos de arestas denominados superedges (Lohner, 1994) melhora ainda mais o
desempenho computacional. A utilizagdo da estrutura de dados por arestas tem uma sobrecarga para a geracdo das
arestas ¢ montagem das matrizes das arestas, contudo essa perda em tempo de processamento ¢é irrelevante frente a
aceleracdo alcancada nas operagdes matriz-vetor. Portanto, a escolha da estrutura de dados por arestas se justifica, uma
vez que problemas de grande porte estdo sendo tratados e € feita uma avaliagdo de sua utilizagdo em unido com o
algoritmo de integragdo no tempo AlE, ja descrito na se¢@o anterior, onde a utilizagdo da estrutura de dados por arestas
acelera a solugdo da partigdo implicita. A seguir ¢ apresentado um exemplo numérico para avaliagdo do desempenho
computacional da metodologia proposta.

4. Exemplo Numérico

Foi escolhido, para avaliagdo computacional da metodologia proposta, um exemplo de injegdo continua de
agua em um reservatorio de petréleo com um poco injetor central e quatro produtores nos cantos, em um dominio de
1200x2200x170 pés. O dominio foi dividido respectivamente em 60x220x85 células, onde os dados para cada célula
bem como a descri¢do do problema estdo em (Christie, 2001) e na internet (www.spe.org/csp/). Os dados do exemplo
foram extraidos do /0th spe comparative solution project que visa a simulagdo de reservatorios. Contudo, os dados
foram utilizados para tratar o problema de inje¢do continua. Como o programa desenvolvido é baseado em elementos
tetraédricos, cada cécula foi dividido em 5 tetraedros gerando uma malha com mais de 5 milhdes elementos. Note que,
com a tecnologia atual, este problema demanda recursos de computagdo de alto desempenho. Deste modo, foi feito um
modelo reduzido agrupando-se os blocos em 5 niveis de upscaling das propriedades, empregando-se a técnica da média
harmoénica. O modelo reduzido, divido em 12x44x17 blocos com 5 tetraedros cada, resultou em uma malha utilizada
para testes e afericdo de desempenho computacional em arquiteturas cache based (PC’s). Detalhes das malhas dos
modelos completo e reduzidos se encontram na Figura 1. Os dados de porosidade e permeabilidades para o modelo
idealizado se encontram na Figura 2. Os coeficientes de dispersdo/difusdo foram estimados em fungdo das
permeabilidades segundo (Loula ef al., 1995). O campo de velocidades adotado foi estimado a partir de uma analise
permanente da pressdo e posterior avaliacdo das velocidades nos elementos pela Lei de Darcy (Aziz, 1979). Apesar de
simplificada, esta hipdtese aqui ndo se faz relevante, pois o desempenho computacional ¢ o objetivo. Foi adotado um
passo de tempo constante de 0.1 para a simulagdo de 5000 passos de tempo. Para o método iterativo GMRES foram
adotados um total de 20 vetores na base de Krylov e uma tolerdncia de 1072 As iteragdes da multicorre¢do foram
limitadas em 3 com uma tolerancia de 10". O parimetro de controle 77a foi fixado em 0.1 e as atualizacdes das
partigdes de 10 em 10 passos de tempo. Note que todas as unidades sdo coerentes e por isso foram omitidas.
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Figura 1. Detalhes das malhas de elementos finitos: (a) modelo completo com 5 610 000 elementos e 1 159 366 nds; (b)
modelo reduzido com 44 880 elementos e 10 530 nos
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permeability[X] permeability[ Y]

2.2925¢+003 2.2025e+003
1.264%e+002 1.2649¢+002
* 6.9790e+000 6.9790e+000
< 3.8506e-001 3.8506e-001
2.1246e-002 2124600012 =
(a) (b)
permeability[Z] porosity
2.3183e+001 3.1977e-001
4.4264e-001 2.3983¢-001
8.4515e-003 1.5988e-001
1.6137e-004 7.9942e-002
3.0811e-006 0.0000e+000
(c) (d

Figura 2. Propriedades dos materiais do modelo reduzido: (a) permeabilidade em x; (b) permeabilidade em y;
(c) permeabilidade em z; (d) porosidade

O desempenho computacional tanto do algoritmo AIE, bem como da estrutura de dados por arestas ja se
mostram significantes quando comparados a um tratamento tradicional totalmente implicito elemento por elemento. A

unido do algoritmo AIE aresta por aresta se mostrou ainda mais rapido como se pode observar na Tabela 1.

Tabela 1. Comparagdo entre abordagens

Abordagem Tempo relativo
Totalmente Implicito por elemento 1.000
AIE por elemento 0.892
Totalmente Implicito por aresta (superedges) 0.889
AIE por aresta (superedges) 0.851

5. Conclusoes

Foi apresentada uma implementacdo de um algoritmo AIE em conjunto com uma estrutura de dados por arestas
(superedges) para solucdo de problemas de transporte tridimensionais e de grande porte para malhas nio estruturadas de
tetraedros para o MEF. A vantagem de cada estratégia em separado foi avaliada e ambas se mostraram capazes de
reduzir o tempo de processamento das analises. A utilizagdo conjunta das duas estratégias teve um desempenho ainda
melhor, pois chegou a reduzir o tempo da analises em 15 %, quando comparado a um programa com abordagens
tradicionais. E importante ressaltar que a unido das metodologias requer um percentual minimo de elementos implicitos
para se tornar uma alternativa interessante. Mais além, estas técnicas computacionais aplicadas ao MEF podem ser
extendidas a diversas aplicagdes tais como Mecanica do S6lidos Computacional, Mecénica dos Fluidos Computacional
e em especial no caso de escoamentos multifdsicos em meios porosos. Como etapa futura, esta prevista a analise do
modelo completo, ou seja, uma malha com mais de 5.5 milhdes de tetraedros, no supercomputador CRAY SV1 da
COPPE, para verificagdo de taxas de vetorizagdo e paralelizagdo do codigo, novas tomadas de tempo e obtencdo de
resultados mais realistas do fendmeno modelado.
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